


सांतत्य ओर अवकलनीयता 


5.] समग्र अवलोकन (Overview) 
5.4. किसी बिंदु पर एक फलन का सातत्य 


मान लीजिए कि वास्तविक संख्याओं के किसी उपसमुच्चय पर / कोई वास्तविक फलन है तथा 
यह भी मान लीजिए कि ८ फलन / के प्रांत में स्थित एक बिंदु है। तब / बिंदु ० पर संतत होता 
है, यदि 


lim F (=f (०) 


अधिक सुस्पष्ट रूप से, यदि ४ = ८ पर फलन के वाम पक्ष को सीमा, दक्षिण सीमा तथा फलन के 
मान का अस्तित्व हो और ये परस्पर बराबर हों, अर्थात्‌ 


im / (०0० (०७ lim Ff (३0) 


तो / को ५ = ८ पर संतत कहा जाता है। 


5.4.2 एक अंतराल में सातत्य 
() / एक खुले अंतराल (८, 9) में संतत कहा जाता है, यदि वह इस अंतराल में प्रत्येक बिंदु 
पर संतत हो। 
(५) / एक बंद अंतराल [८, ७] में संतत कहा जाता है, यदि 


७ / अंतराल (८, 0) में संतत हो। 
७ im. FC =F (०) 


Xa 


७ lim F(x) = f(b) 


xb 
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5..3 सातत्य का ज्यामितीय अर्थ 
6) *= ८ पर फलन / संतत होगा, यदि बिंदु (८, /(2)) पर इस फलन के आलेख में कोई 
विच्छेदन न हो। 


(9) एक अंतराल में कोई फलन संतत कहा जाता है, यदि इस संपूर्ण अंतराल में उस फलन के 
आलेख में कोई विच्छेदन न हो। 


5...4 असातत्य 
फलन / बिंदु * = ८ पर निम्नलिखित स्थितियों में से किसी में भी असंतत होगा: 


6) lim /#/(0 और 77 /#(0 का अस्तित्व है, परंतु ये बराबर नहीं हैं। 


xa! 


Gi) lim /(0 और [ता /(७ के अस्तित्व बराबर हैं, परंतु इनका मान /(८) के बराबर 
नहीं हैं। 
(म) /(८) परिभाषित नहीं है। 


5.].5 कुछ सामान्य फलनों का सातत्य 
फलन / (४) अंतराल जिसमें 
‡ संतत है 


. अचर फलन, अर्थात्‌ / (४) = ८ 


[a 


2. तत्समक फलन, अर्थात्‌ /() = R 


3. बहुपद फलन, अर्थात्‌ 





= —] 
(005 ०, ४ + Ed EEE ह 


4. |#- 4 | (-०० ,०० ) 
5. ४”, # एक धनात्मक पूर्णाक है (-० ,० ) - {0} 
6. ? (0) / 4 (0), जहाँ 7 (0 और 4 (2) चर R-{x:q()=0} 
+में बहुपद हैं 
7. sin x, COS Xx R 
8. tan x, sec Xx R-{(Cn+l) ne Z} 
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9. cot x, ०08९८ x रि- ( (77: # € Z} 
I0. ८ R 
Il. logx (0, ० ) 


]2. अपने संगत प्रांतों में प्रतिलोम त्रिकोणमितीय फलन अर्थात्‌ $n 5, ०05» इत्यादि। 


5.4.6 संयोजित फलनों का सातत्य 


मान लीजिए कि /और & वास्तविक मानों वाले ऐसे फलन हैं कि (/०४) बिंदु ८ पर परिभाषित है। यदि 
८ पर & संतत है तथा (८) पर / संतत है, तो (/०) बिंदु ० पर संतत होता है। 


5..7 अवकलनीयता 


f’ (05 lim Ea io ERE , जहाँ भी सीमा का अस्तित्व हो, से परिभाषित फलन को + पर / 


h~>0 h 


के अवकलज के रूप में परिभाषित किया जाता है। दूसरे शब्दों में हम कहते हैं कि कोई फलन / अपने 


प्रांत में किसी बिंदु “पर अवकलनीय होता है, यदि lim ST , जिसे वाम अवकलज 


Jet) f) a हे +(e) , जिसे दक्षिण 


अवकलज कहा जाता है और 2/” (८) से व्यक्त किया जाता है, दोनों ही परिमित हों तथा परस्पर 
बराबर हों। 


कहा जाता है और 7./” (८) से व्यक्त किया जाता है तथा lim 


6) फलन ५ =7/(2) को एक खुले अंतराल (८, 9) में अवकलनीय कहा जाता है, यदि वह 
(८, 9) के प्रत्येक बिंदु पर अवकलनीय होता है। 


() फलन + =/(2) को एक बंद अंतराल [८, ५] में अवकलनीय कहा जाता है, यदि 7 (०) 
और ],/ (9) का अस्तित्व हो तथा (८, ४) के प्रत्येक बिंदु के लिए / (2) का अस्तित्व हो। 


(म) प्रत्येक अवकलनीय फलन संतत होता है, पंरतु इसका विलोम सत्य नहीं है। 


5.।.8 अवकलजों का बीजगणित 
यदि ४ और » चर + के फलन हैं, तो 


du dv 
—u 





duty yp 
6) (u ) य du ज dv (ii) d (u v) =u dv +y du (iii) d u र dx dx 
ax dx\v 





dx dx dx dx dx 2 


V 
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5.।.9 श्रृंखला नियम फलनों के संयोजन को अवकलित करने के लिए एक नियम है। मान लीजिए 

















df का वा 
कि /= ५०॥ | यदि = ४ (2) तथा --- और - दोनों का ही अस्तित्व है तो न | 
x dt dx 
5.4.40 कुछ मानक अवकलज (अपने उपयुक्त प्रांतों में) निम्नलिखित हैं: 
i 4 in x) = 2 oe क 
dx in ‘dx Vx? 
d d, | 
--( —_(cot x) = 
dx 02 I+x हर dx RU I+x° 
5 EF = 6 Eo RR = |x|>l 
dx |x "dx | —] 











5.].]] चरघातांकी और लघुगणकीय फलन 


6) मान लीजिए धनात्मक आधार > ।वाला चरघातांको फलन ) = /(%) = ७" है। इसका प्रांत 
सभी वास्तविक संख्याओं का समुच्चय ह्‌ है तथा परिसर सभी धनात्मक वास्तविक संख्याओं 
का समुच्चय है। आधार ।0 वाला चरघातांकी फलन सामान्य चरघातांकी फलन कहलाता है 
तथा आघार ८ वाला चरघातांकी फलन प्राकृतिक चरघातांकी फलन कहलाता है। 


(9) मान लीजिए कि > ।, यदि #-८ तो आधार ७ पर ८ के लघ्बनगणक, + होता है। इसे 
।०९, ८ = * द्वारा व्यक्त किया जाता है। यदि आधार 9 = ।0 हो, तो इसे सामान्य लघुगणक 
कहा जाता है तथा यदि आधार & = ८ हो, तो इसे प्राकृतिक लघुगणक कहा जाता है। 
।०९ » आधार - ८ पर लघुगणक फलन को व्यक्त करता है। लघुगणकीय फलन का प्रांत 
सभी धनात्मक वास्तविक संख्याओं का समुच्चय र* है तथा इसका परिसर सभी वास्तविक 
संख्याओं समुच्चय र है। 


(४) किसी भी आधार 9> के लिए, लघुगणकीय फलन के गुण नीचे लिखे जा रहे हैं: 


log 
l. log, Qy)=log,x+log,y;x>0; y>0 4 log, x = i055 , जहाँ ८ > | हैं। 


द ] 
2. log, [=| = log, x — log, » 5. log,» 7 कः र 
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3. log, x" = n log, x 6. ।०६, ७ = । और ।०, । = 0 


(४) » के सापेक्ष ०" का अवकलज ८* है, अर्थात्‌ (९*)= ९ है। » के सापेक्ष (0९) का 


] a ] 
अवकलज - है, अर्थात्‌ --(008 ») =- है। 
x dx x 


5.].2 /(०0 = (४ ())'®, के रूप के फलनों को अवकलित करने के लिए, लघुगणकोय 
अवकलन एक सशक्त तकनीक है जहाँ / और ४ दोनों का, इस तकनीक का कुछ अर्थ 
होने के लिए, धनात्मक फलन होना आवश्यक है। 


5..3 किसी फलन का एक अन्य फलन के सापेक्ष अवकलन 
मान लीजिए कि ॥ = /(%) और » = ४ (४) चर + के दो फलन हैं। तब, & (४) के सापेक्ष /(%) का 


d 
अवकलज ज्ञात करने के लिए, अर्थात्‌ ठ ज्ञात करने के लिए, हम सूत्र 


du 

du_ dx 

क @” का उपयोग करते हैं। 
dx 


5.].4 द्वितीय कोटि अवकलज 


d dy _वब* 
= cE , फलन » का + के सापेक्ष द्वितीय कोटि अवकलज कहलाता है। यदि ) = / (2) 


हो, तो इसे »” या ), से व्यक्त करते हैं। 
5..5 रोले का प्रमेय 


मान लीजिए कि 7: [4,४] -> R अंतराल [८, ७] पर संतत और (८, 9) पर अवकलनीय इस प्रकार 
है कि /(८) = / (9) , जहाँ ८ और & कोई वास्तविक संख्याएँ हैं। तब (८, ४) में न्यूनतम एक बिंदु ८ 
का अस्तित्व इस प्रकार है कि /' (८) = 0 । 


ज्यामितीय रूप से, रोले का प्रमेय यह सुनिश्चित करता है कि वक्र += /(%) पर न्यूनतम एक बिंदु 
ऐसा है कि जिस पर वक्र की स्पर्श रेखा +-अक्ष के समांतर है (बिंदु का भुज (८, 0)में स्थित है)। 


5...6 माध्ययान प्रमेय ( लग्रांज) 


मान लीजिए कि /: [८,७] -> र्‌ अंतराल [८, 9] पर एक संतत फलन है तथा (०, 9) पर अवकलनीय 
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है। तब, (०, 9) में कम से कम एक बिंदु ८ ऐसा है कि /” (८) = SOI) होता है। 


ज्यामितीय रूप से, माध्य मान प्रमेय यह कहती है कि (८, 0) में न्यूनतम एक ऐसे बिंदु ८ का 
अस्तित्व है कि बिंदु (८, /(८)) पर स्पर्श रेखा बिंदुओं (6, / (८) और (७, / (9)) को मिलाने वाली 
रेखाखंड के समांतर होती है। 
5.2 हल उदाहरण 
लघु उत्तरीय ( $.4. ) 
उदाहरण ॥ अचर # का मान ज्ञात कीजिए ताकि फलन /,*= 0 पर संतत हो, जहाँ 


I—cos4x 


f=; ,x#0 है। 
8x 
Kk, x=0 


हल यह दिया है कि फलन /,= 0 पर संतत है। अतः, | /(४) =/(0) है। 








l—cos4x 
क्त a 8. हे 
> 
ह iim 2sin क 
x0 8x 
2 
र i) 4 
x0 2x 
=> k=l 


अतः, यदि /,+ = 0 पर संतत है, तो £ का मान] होगा। 

उदाहरण 2 फलन /(9 = 90 % . ८० £ के सांतत्य की चर्चा कीजिए। 

हल क्योंकि आ॥ « और ८०७ + संतत फलन हैं तथा दो संतत फलनों का गुणनफल एक संतत फलन 
होता है, इसलिए /2) = $n * . ८०५ + एक संतत फलन है। 


x +x -I6x+20 
उदाहरण 3 यदि / (2) = (= 2) i *= 2 पर संतत है, तो # का मान ज्ञात 
Kk x 





॥ 
b> 


कोजिए। 
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हल /(2)-# दिया है। 





3 2 
x +x —I6x+20 
अब. 7 =i =i 
अब के सिहर रण x) a र x) क (x र 2) 


.. (४+5)(४-2) 
= Im — 
= (=D) 
क्योंकि « = 2 पर / संतत है, इसलिए हमें प्राप्त होता हैः 
iim F(x) = / (2) 
= k= 7 


=lim(x+5) =7 


_ | sin र डी 
उदाहरण 4 दर्शाइए कि ४ () = 5 द्वारा परिभाषित फलन / += 0 पर संतत है। 
= 


हल *=0 पर, वाम पक्ष की सीमा नीचे दिए अनुसार प्राप्त होती है- 
Jim f(x) = lim xsin ~ = 0 [क्योंकि -] < ऽin ~ < ]] 
इसी प्रकार, I /(+) = Jim xin ~ =0 हे।साथ ही, /(0) = 0 है। 
इस प्रकार, 7 /(2) = 0 / (५) /(0) है। अतः,# = 0 पर फलन / संतत है। 
उदाहरण 5 /(2) = सन दिया है। संयोजित फलन ४ =/ [#0] में असंतत के बिंदु ज्ञात कोजिए। 


] 
हल हम जानते हैं कि फलन /(0 = कर बिंदु + = । पर असंतत हे। 


अब »# के लिए, 








| 
JVs of el 25 


जो += 2 पर असंतत है। 

अतः वाँछित असंतत बिंदु + = और + = 2 हैं। 

उदाहरण 6 मान लीजिए कि सभी »€ रके लिए, /(0 = *|*| तो। + = 0 पर, / (0 की 
अवकलजता की चर्चा कीजिए। 
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MN MT MES की 3 व कक 
+ ‘ x)= 

हल हम 7 पुनः निम्न त रूप ख सक २ 2 यदि Pe 

अब, !./” (0) f(0+h)- / (0) tim ~ 0_ iim 0 

तथा /ˆ (0) = lim Hi = lim “0 = lim h=0 


क्योंकि वाम अवकलज और दक्षिण अवकलज दोनों बराबर हैं अतः + = 0 पर /अवकलनीय है। 
उदाहरण 7 7५५ को 2 के सापेक्ष अवकलित कीजिए। 


हल मान लीजिए कि ) = , ५% है। श्रृंखला नियम का प्रयोग करने पर, हम प्राप्त करते हैं: 


(tan/x) 


dx 2 Jian vr ax 





नल sec Jx-—(N2x) 
tan 


l | 
2 Jtan x Nx 2x 


(sec? Nx) 
| aJrytanJx 


उदाहरण 8 यदि ) =॥(४ + )) है, तो हे ज्ञात कीजिए। 
हल = 7 (४+ )) दिया है। दोनों पक्षों को + के सापेक्ष अवकलित करने पर 


2h =sec (x+y) र (x+y) 
ix dx 


dy 
= sec (x + 9) Re 
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d॑ 
या [I - sec? (x + y] = sec’ (x + y) 


dy _ sec (x+y) 
dx l-sec’ (x+y) 





अतः, = — cosec? (x + y) 


d 
उदाहरण 9 यदि ८*+ ०' = ०" दिया है, तो सिद्ध कीजिए कि जु ° हे। 
हल ८*+ ८° = ८५» दिया है। दोनों पक्षों को » के सापेक्ष अवकलित करने पर 





d dy 
e+e? =e? | या (९ = हकर) = Pa 
dx dx ax 
dy ee’ e°+e’-e yx 
म = र e 
जिसके फलस्वरूप २ ल्क कै फू छः 





। 3x—X? | D> 4 | है dy 
ड्ड [ a gt * Rt कीजिए 
उदाहरण 0 यदि ) = था | [5 हर जु है, तो = ज्ञात | 


& = T 
हल = 00 रखिए, जहां ह <0< र 


र _, 3tan 0—tan’ 0 
ह) I-3tan” 6 


= tan! (tan3 6) 


नव Tt 
क्योंकि -<39< 
36 ( न ही 
= tan ix 
dy 3 
इसलिए, Nhe: 


d 
उदाहरण ।| यदि = ऽ¡n! [ells AR } और 0<»< है, तो र ज्ञात कीजिए। 
हल हमें प्राप्त हैः y=sin fells ror? |है जहाँ 0 << । 


x= sSINA और Vx = $0 रखने परः 
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y= sin {sin A पी-आ? 8 -झआ 8 Vi-sin? A} 


= sin! {sin ACosB-—sinBcos A} 


= sin!{sin(A—B)}=A-—B 








इस प्रकार, y=sinix- sin! x 
» के सापेक्ष अवकलित करने पर, 
dy l l d | 
= =; ; x 
dx Ri — x? Ve JG) 2 dx 
] I 








Jr? र 2x Nl x 


7 d 
उदाहरण ।2 यदि = ८ ५००७ और ) = ८ #6 है, तो = षर ~~ ज्ञात कौजिए। 





3 dx 
हल हमें = ६ 5००१ ७ और + = a tan? 9 प्राप्त है। 
9 के सापेक्ष अवकलित करने पर, 
र asec” 0 र (sec 0) =3asec’ Otand 
40 40 
तथा ० tan” 0 Can 6)=3atan” Osec? 6 
dy 
dy _ ge _ Satan’ sec0 _tanQ_ बंप 
इस प्रकार, (६ dy 356८ Otand 5९०७ 
409 
dy 7 3 
अतः —_|at0_—परJ =sin—=_— 
k Ee 3 3 2 
है ळे dy log x 
उदाहरण 3 यदि + = "> है, तो सिद्ध कीजिए कि क = (+० 


हल हमें प्राप्त हैः श” = ८” दोनों पक्षों का लघुगणक लेने पर, 
ylogx=x-y 


2/04/2048 


94 प्रश्न प्रदर्शिका 





न y(l+logx)=x 
अर्थात्‌ क दोनों पक्षों को # के सापेक्ष अवकलित करने पर 
+logx).l—-x र 
dy_ ck x ._ logx 
dx (l+l0g x)? (l+l0gx)? 
COSX 
उदाहरण ।4 यदि ) = (३0+ + ५९८ है, तो सिद्ध कीजिए कि An है। 


हल हमें प्राप्त हैः y = tanx + secx 
* के सापेक्ष अवकलित करने पर, 


dy 
— = sec’x + secx tanx 


dx 








] न sinx I+sin x I+sin x 


cosx Ccos'x  cos’x  (I+sinx)(l—sinx) 





इस प्रकार, अब, > के सापेक्ष पुनः अवकलित करने पर 


dy _ 
Ae  l=sinx 


d°y -(-cosx) _ cos xX 
de? TO-sinx)? (l-sinx)? 





उदाहरण ।5 यदि /(४) = ८०५% है, तो/” 7 ज्ञात कीजिए। 


Tt 
हल जब ठ << तो 205४ < 0, जिससे |८०७ %| = - Cos हि अर्थात्‌ (७0 5८- ०05 5 है। 
f’)=sinx 


आता? ST _. 3 
: f रः = sin हे न 


TT 
उदाहरण ।6 यदि /(%) = |cos 5 - sinx| है, तो f” ठ ज्ञात कीजिए। 
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Tt 
हल जब 0< ४ < ठ हे ५ तो ८05 5 > $n » होता हे हि जिससे ८05 ४ - sin x > 0 हे ५ अर्थात्‌ 


/ (0 5८ ०05 ४ - शा है। 
(४) ८- शा। > - ०05 5 
Tt 


7 Tt l 
अतः 77 6 =-sin हु “००४८ = -730+४3) है। 





उदाहरण 7 0, 5 में फलन /(2) = ५० 2% के लिए रोले के प्रमेय का सत्यापन कीजिए। 


हल 0, 2 में फलन /(0 = $ं॥ 2+ पर विचार कीजिए। ध्यान दीजिए किः 


7 


(6) 0, में फलन # संतत है, क्योंकि / एक साइन (५/१०) फलन है, जो सदैव संतत 
होता है। 
(ii) 0, र में £” (४) = 2८०७ 2% का अस्तित्व है। अतः, [० में # अवकलनीय है। 


Gi f(0) = sin0 = 0 है तथा # क = $n = 0 है। इससे /(0) = / द है। 


यहाँ रोले के प्रमेय के प्रतिबंध संतुष्ट हो जाते हैं। अतः, कम से कम एक ऐसे बिन्दु ८८ 0, हि 


का अस्तित्व है ताकि /"(८) = 0 है। इस प्रकार, 


>|ने 


Tt 
2 cos 2c = 0 > 2c = 7 ~> c= 


उदाहरण ।8 [3, 5] में फलन /(2) = (*- 3) (६- 6) (४- 9) के लिए माध्यमान प्रमेय का सत्यापन 

कीजिए] 

हल () [3, 5] में फलन / संतत है, क्योंकि बहुपद फलनों का गुणनफल एक बहुपद है, जो 
संतत है। 

(i) (3, 5) में /((0 = 3४2 - 36% + 99 का अस्तित्व है। अतः, यहाँ (3, 5) में अवकलनीय है। 

इस प्रकार, माध्यमान प्रमेय के प्रतिबंध संतुष्ट हो जाते हैं। अत: कम से कम एक ऐसे बिंदु 
८८ (3, 5) के लिए- 

FOSS) 

3 


P= 
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8-0 
=~ 327 - 360 + 99 - -— 5८4 


2 
| 
= Ot, 
Cc 3 


अतः, ८=6- 5 (क्योंकि दूसरा मान अमान्य है।) 


दीर्घ उत्तरीय उदाहरण (..4.) 








J2cosx-l mT TI 
उदाहरण ।9 यदि / (४) = ,**- है, तो / + का ऐसा मान ज्ञात कीजिए कि 
cotx—l 4 4 
7 
2 = ज॒ पर /(2) संतत बन जाए। 
J2cos अ- Tt 
कि 
इल दिया है 4) = cot x—] 4 4 
2 गा 
मत iim FCx)= im S20 
° प प्य cot x—] 


( 2 cosx—l ) sinx 





न गा cosx—sin x 
4 


( J2cosx— !) ( Y2cosx+ ॥ (cos x+ sin x) 


7... 7 [४2 cosx+ ॥ (cosx—sinx) (cosx+sinx) FC 
द 





2cos°x—l cosx+sinx,. ) 





2 sD ४ 
ने. 7 cos x—sin x J2cosx+l 
4 





i cos2x | cosx+sinx , 
m ; हि (sin x) 
— 7 cos2x 2cosx+l 

4 


( cosx+sin x) , 


m sinx 
= 5 J2cosx+l 
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] ] ] 
fo A Pe लीन + ह 
5/2 2 2 _l 
= I 2 
2 —=+]l 
५ 


| 
इस प्रकार हक J) 2 यदि हम / js परिभाषित करें, तो र पर /(2) संतत बन जाएगा। 


Tl mr] 
अतः, / के 2 = पर संतत होने के लिए ‡ / = है। 


l 
e* 























यदि ४#0 बिंदु 
उदाहरण 20 दर्शाइए कि +) =| „| | द्वारा दिया जाने वाला फलन / बिंदु 
0, यदि ४-0 
* = 0 पर असंतत है। 
हल ४८50 पर: 
I 
er—Y 0-I 
oR = जतः 
e* +] 
fi 
इसी प्रकार, HC) 
e*+]l 
] 
IT | 
lim ti I-e* RU 
= x0 ० = 0 ~ I+0 
e* 
e* 


इस प्रकार, ॥m /(2)#]im / (2), है। अतः, ॥m / (2) का अस्तित्व नहीं है। इसीलिए, += 0 पर / 


४-२0 


असंतत है। 
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I—cos4x यदि +<0 


X 


उदाहरण 2 मान लीजिए कि / (2%) =| 2 › यदि ४50 है। 


न 
Ji6+r-4 


८ के किस मान के लिए += 0 पर / संतत है? 


ifx>0 


हल यहाँ /(0)-8 है तथा 0 पर / की वाम सीमा हैः 


| 4 . 2 
lim f (x)= lim a 2 र 2x 
X x0. x 





sin2x 
— ] 8 ——िe = 2 य 
im ठ 8(I)=8 


2x20 


तथा 0 पर / की दक्षिण सीमा हैः 





lim f (x)= lim 


Nx 
x0" ी6+ Nx —4 


४५ (५6+२४+4) 
| #30 (॥6+/%+4)(.6+५/७-4) 











हा x( Jie+yx Nx+4) .. (for+d)= 


m0 I6+Jx-I6 x 
इस प्रकार, lim /(x)= lim /()=8 है। अतः, ५= 0 पर / केवल तभी संतत होगा जब ८=8 हो। 
2*+3, यदि -3 <~ <-2 


उदाहरण 22 / (2) = *+। , यदि -2< ४ <0 द्वारा परिभाषित फलन को अवकलनीयता की 
*+2 , यदि 0<& <] 


जाँच कीजिए। 
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हल /(0 की अवकलनीयता के संदेहास्पद बिंदु केवल £--2 और ४ = 0 हैं। 
*= - 2 पर अवलनीयता के लिए: 


SOM FD) 





अब, L/’ (2) = ॥ 





h>0 h 
= jim ee oc i ल्य 
ho0 h oO h ho 


तथा Rf’ (2) = lim 


h0" 





fC2+h-f C2) 
h 


EI HR RE |) 








= lim 
ho0™ h 

3 mms 
h0 h #->0 | 


इस प्रकार, / ” (-2) #‡  (-2) है। अतः, += -2 पर, / अवकलनीय नहीं है। 
इसी प्रकार, «= 0 पर फलन की अवकलनीयता के लिए, हमें 
im £ (0+/0-/ (0) 


ho0™ h 


L(f'(0) 


. 0O+h+I-(0+2) 
lim —— 


h0 


lim ४ lim / 
oO Nh ho0 h 


जिसका अस्तित्व नहीं है। अतः, «= 0 पर फलन अवकलनीय नहीं है। 


[= =X 


उदाहरण 23 ८087 rr a | के सापेक्ष an! br को अवकलित कीजिए, जहाँ 


| 
हि । हे। 


Mx? —x 
हल मान लीजिए कि ॥ = tan! य और ५ = ८०४ bl Ix | है। 
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du 
du _ dx 

हम 69 ०० ज्ञात करना चाहते हैं। 
dx 


५ - 


म » [TU Tt 
अब शा ४ में ४- $009 रखिए, जहाँ [ <0< | है। 





Jl-sin?0 sin’ 0 
तब, ॥ = tan 6 ३ tan (cot 9) 
Tt Tt Tr ._ 
= tan! | tan स 6 | | = र 6 =—asin™x 
2 ह 2 
du_ +7 
अतः, का हि हिल होगा। 
lx 
अब v= cos! (2x Ri ) 
या FR 0 (ी-४ ) ; ४5 आ। » रखने परः 
» 2 9 के; 


= 5 - sin’ (2sin9 yi-sin’9 )= ys (sin 20) 


Ti (sin (7 - 20)) [क्योंकि 5 <29<7] 


Tt 
=——(Tt—20)=-—+29 
3 ( ) 2 


गए 





अतः v= EF + 2sin ix 
4० _ 2 
= dx Re लाल 
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du ~! 
du _ dx_ a य 
अतः dv dv 2 2 
dx पी-ड 


वस्तुनिष्ठ प्रश्‍न 
उदाहरणों 24 से 35 तक प्रत्येक में, दिए हुए चारों विकल्पों में से सही उत्तर चुनिए- 


sinx 
+८०%, यदि ~=# 0 


उदाहरण 24 यदि फलन /(४) =] * बिंदु «= 0 पर संतत है, तो # का मान है 
Kk, यदि ~= 0 

(A) 3 (B) 2 (Q) I (D) I.5 

हल (8) सही उत्तर है। 

उदाहरण 25 फलन /(2) = [*], जहाँ [४] महत्तम पूर्णांक फलन को व्यक्त करता है, निम्नलिखित 

पर संतत है 

(A) 4 (8) -2 (Q I (D) L.5 

हल (0) सही उत्तर है। महत्तम पूर्णाक फलन [४], » के सभी पूर्णाकीय मानों पर असंतत है। अतः, 

सही उत्तर है। 








उदाहरण 26 उन बिंदुओं की संख्या, जिन पर फलन /(0 = संतत नहीं है, 


x—[x] 
(A) I (B) 2 (0) 3 (D)इनमें से कोई नहीं 
हल (2) सही उत्तर है। क्योंकि जब + एक पूर्णाक है, तो #- [४] = 0 है, इसलिए दिया हुआ फलन 
सभी +€ 7 के लिए असंतत है। 

उदाहरण 27 /(%) = ००८ द्वारा दिए जाने वाला फलन निम्नलिखित समुच्चय पर असंतत है 


(A) {nr:neZ} (3) {2nr:neZ} (OQ Qn+Do:neZ (D) mez 


हल (0) सही उत्तर है। 
उदाहरण 28 मान लीजिए कि /(%)= |००5४ है। जब, 
(^) { प्रत्येक स्थान पर अवकलनीय है 
(8) प्रत्येक स्थान पर संतत है, परंतु + = #7, „€ पर अवकलनीय नहीं है 
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हि हु Tt नहीं 
(0) / प्रत्येक स्थान पर संतत है, परंतु ४ = (27+ ]) उह 7€ ८ पर अवकलनीय नहीं है 


(0) इनमें से कोई नहीं 
इल (0) सही उत्तर है। 
उदाहरण 29 फलन / (2) = || + ।४ = ॥ 
(A) = 0 तथा «= | दोनों पर संतत है (8) »5 | पर संतत है, परंतु += 0 पर संतत नहीं है 
(©) += 0 तथा + = | दोनों पर असंतत है (D)%=0 पर संतत है, परंतु + = । पर संतत नहीं है 
हलः सही उत्तर (A) है। 


उदाहरण 30 # का वह मान, जो /(2)= क a 
k , यदि ४5८0 
द्वारा परिभाषित फलन को %= 0 पर संतत बना दे, 
(A) 8 (B) I CO) द्ध (D) इनमें से कोई नहीं 


संदेह, ॥ ६ l द 
हल () सही उत्तर है। निःसंदेह, im $i का अस्तित्व नहीं है। 


उदाहरण 3। उन बिंदुओं का सम्मुच्चय, जहाँ / (४) =।# -3। ८०% द्वारा दिया जाने वाला फलन 
अवकलनीय है, 

A) R (8) R-{3} (C) (0, ००) (00) इनमें से कोई नहीं 

हल (8) सही उत्तर है। 

उदाहरण 32 >» के सापेक्ष 5०० (३०%) का अवकल गुणांक हे 


xX xX l 
७) पड़ ORF OA 0 फाड़ 
हल (^) सही उत्तर है। 


2x 


el el 2X d॑ 
उदाहरण 33/ यंदि / = $n / तः | और 7 < था | पक | है, तो हे 
+x I-x dv 





I Is 
(8) + Op ©! 


हल (0) सही उत्तर है। 
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उदाहरण 34 फलन /(0 = ०" $०४, ४€[0,7] के लिए, रोले के प्रमेय में ८ का मान है 


Tt Tt Tt 3T 
(A) ह्न (B) ह (C) ह्न (D) 


हल (D) सही उत्तर है। 
उदाहरण 35 फलन /(%) = * (४-2), € [, 2] के लिए, माध्य मान प्रमेय में ८ का मान है 








8) > 0 ~ 5) = 
A) 5 B) 3 ©) 5 D) 55 
हल (4) सही उत्तर है। 
उदाहरण 36 निम्नलिखित का सुमेलन कोजिए- 
स्तंभ ] स्तंभ I 
sin3x 
(4) यदि फलन /(४)= ॐ (a) Il 
EE , यदि~=0 
2 
*= 0 पर संतत है, तो # बराबर हे 
(8) प्रत्येक संतत फलन अवकलनीय होता है (७) सत्य 
(0) एक फलन का उदाहरण, जो प्रत्येक स्थान पर (c) 6 
संतत है, परंतु ठीक एक स्थान पर अवकलनीय नहीं है 
(D) तत्समक फलन, अर्थात, /(2) = + ४/४६R एक (9) असत्य 
संतत फलन है 
हल ७-२ ८, 3 +> 4॑, Ca,D—b 
उदाहरणों 37 से4] तक प्रत्येक में रिक्त स्थानों को भरिए- 
उदाहरण 37 उन बिंदुओं की संख्या, जहाँ फलन /(0 = गडरा असंतत है, है। 
हल दिया हुआ फलन += 0, + | बिंदुओं पर असंतत है। अतः, असंततता के बिंदुओं की वाँछित 
संख्या 3 है। 

FN ax+lifx>] . है, तो क्र होगा 
उदाहरण 38 यदि / (2) = ४+? <] सगव है, ती बराबर मान होना चाहिए। 
हल ६5८2 
उदाहरण 39 + के सापेक्ष ।०९,,४ का अवकलज है। 
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॥। 
हल ( log,oe ) pn 








-l r+ -_-] बना dy 
= sec sin be 
उदाहरण 40 यदि » | | + | ह्ला | है, तो र है। 
हल 0 
उदाहरण 4| ८०५ % के सापेक्ष $॥ » का अवकलज है। 
हल -cotx 


उदाहरण 42 से46 तक प्रत्येक में बताइए कि कथन सत्य है या असत्य - 


उदाहरण 42 # = 4, पर /(0 संततता के लिए? ।, / (७) और | / (०) में से प्रत्येक / (८) 


के बराबर होता है। 
हल सत्य 
उदाहरण 43 ) = ।*४- ]| एक संतत फलन है। 
हल सत्य 


उदाहरण 44 एक संतत फलन में कुछ ऐसे बिंदु हो सकते हैं जहाँ सीमाओं का अस्तित्व न हों। 
हल असत्य 

उदाहरण 45 |¡१४| चर + के प्रत्येक मान के लिए एक अवकलनीय फलन है। 

हल असत्य 

उदाहरण 46 ८०४ |॥ प्रत्येक स्थान पर अवकलनीय है। 

हल सत्य 


5.3 प्रश्नावली 


संक्षिप्त उत्तर ($.4.) 
।. फलन /(0 = + + 2% - को *= | पर संततता की जाँच कीजिए। 
ज्ञात कीजिए कि प्रश्न से 40 तक में दिए फलनों में से कौन से फलन इंगित बिंदुओं पर संतत 
या असंतत हैं: 


I—cos2x 
7 


जज 3%+5, यदि £>2 0 , यदि 50 
न x)= = x)= 9 
2. ४८2 पर x, यदि < 2 3, ८0 पर 


5, यदि ४-0 
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pi -3%-2 


4. ==2पर / (0) = 


, यदि #2 
x—2 


5, यदि = 2 


|४-4| 





यदि #4 


5. +4 पर (205 2(&-4) 


0, 


6. ~=0पर / ()= 


7, ~= पर/ (2) = 


8. ४5८5 0 पर f (०) = 


9. ~=। पर (७) = 


0. 5 पर (2) =|*|+ 


यदि ४=4 


|x|cos , यदि +0 
x 


0, यदि ~=0 





|x—a|sin l , यदि ४0 
x—a 


0, यदि = 


, यदि0< ४ < | 


2x°—3x+ : , यदि < <2 


bl 


सांतत्य और अवकलनीयता ।05 


प्रश्‍न ]] से 4 तक प्रत्येक में £ का वह मान ज्ञात कीजिए जिसके लिए फलन इंगित बिंदु पर सतत है; 
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06 प्रश्न प्रदर्शिका 











x+2 
उपर 7 (0) यदि <5 20 आह शक 
x= x)= र = 4 
I. 2 , यदि ४>5 2. 2=2 पर  (४)54 4*-6 
Kk , यदि »=2 
ylrkr — yl-ke 
४ ५४ , यदि -।< ४< 0 
xX 
I3. ४-८0 पर ‡ ()= 
क , यदि 0< £<| 
x] 
0 दि शक) 
4. «~= 0 पर /(2)= fe 
7 न यदि += 0 


X 


फ्र्ा x#0 
।5. सिद्ध कीजिए कि ‡ (=| | * 2 से परिभाषित फलन / बिंदु ५ = 0 पर असंतत 
Kk x=0 
रहता है, चाहे # का कोई भी मान लिया जाए। 
6. ८ और के मान ज्ञात कीजिए जिसके लिये दिया हुआ फलन 


x—4 
[४-4] 
४ (05८१ 6+0, यदि ५ ८ 4 
x—4 
br-4| 


+4 , यदि «<4 


+७ , यदि +> 4 





बिंदु += 4 पर संतत है। 


] 
77. फलन £6) = 7 दिया है। संयोजित फलन + =/(/(2)) में असंतत्य के बिंदु ज्ञात कीजिए। 


+ बिंदु le ] 
।8. फलन (४) = को असंततता के सभी बिंदु ज्ञात कीजिए, जहाँ ! ह है। 
A [5 जग 
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9. 


सांतत्य और अवकलनीयता ।07 


दर्शाइए कि फलन /(0 = |ऽ॥ +९08 | बिंदु + = 7 पर संतत है। 


प्रशन 20 से 22 में, / की अवकलनीयता की जाँच कीजिए जब कि / निम्नलिखित द्वारा परिभाषित 


20. 


2. 


22. 


23. 
24. 


हे- 

[०], E यदि O<x< 2 
कह 2 पर, 7 (४5 (~-))%, यदि 2<४<3 

FR , यदि £#0 
४ ८5 0 पर, / (2) = हा 

;, यदि &50 

।+% , यदि «<2 

x=2 पर, / (2) = 


5-५ , यदि ५>2 


दर्शाइए कि + = 5 पर, / (१) = |#-5 | संतत है, परंतु अवकलनीय नहीं है। 


एक फलन /: RR -> सभी », » €7१, / (४) # 0 के लिए समीकरण /(* += (2) 
/0) को संतुष्ट करता है। मान लीजिए कि यह फलन += 0 पर अवकलनीय है तथा 
/' (0) =2 है। सिद्ध कीजिए कि /(४) = 2 / (2) है। 


निम्नलिखित प्रश्न 25 से43 तक प्रत्येक को =+ के सापेक्ष अवकलित कीजिए- 


25. 


28. 


6 


34. 


37. 


39. 


2008 x 26. 3 27. log (x+ Jr +a x°+a | 


Da 


log [iog (log र )| 29. sinJx+cosJx 30. sin”(ax’+bx+c) 


l 

: । 

९05 (tan yr ) 32. शा + sinx+ sing’) 33. शा न 
x+l 


(sinx) 35. आए . cos"x 36. G++ 2)? (६+ 3) 


if sinx+cosx) नया TT _] | —COSxX Tt Tt 
Cos 3 < ४ < 38. tan ५ XI 
2 4 4 I+cosx 4 4 


_ Tt Tt 
tan_ (secx+tanx),— र < X< त 
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08 प्रश्न प्रदर्शिका 


40. 


4]. 


43. 





sf acosx—bsinx Tt Tt a 
tan’ ,_~<*< तथा—tan % > -| 
bcosx+asinx 2 b 





sec™! SF O<x< हक tani < < 5 
4x’ 3x) 2 5 a? 34x? ५/३ a ५३ 


tan! MS —lI<x<l,x#0 


प्रश्‍न 44 से 48 तक प्राचलिक रूप में दिये फलनों में से प्रत्येक के लिए ज्ञात कजिए = 


44. 


46. 


47. 


49. 


50. 


5l. 


52, 


+ न 


l l l 8 l 
= ™ == = 0+ s Y= 6-— 
x=t+ ; y= न्‍ 45. x | ठ) 5३८ / न 


x = 32050 - 20090, y = 3sing - 2sin’q 





I+logt 3+2log! 
X= कस है y= 8 





sinx= tan y= 5 
Ie ]-/ 


dy _-ylogx 


यदि ४ = ८००» और ५ = ९ , तो सिद्ध कीजिए कि है। 


dx xlogy 


यदि + = ०$in2/ (| + ००52/) और 9» = b C०७2; (।-८०४27) तो दर्शाइए कि , 
7 d 
ESN. 


4 का a 


r__d 
यदि + = 3977४ - आ। 3 और y = 3C0/ - ८०४ 3४ तो #< ड पर ठ ज्ञात कोजिए। 
ix 


5¡n* के सापेक्ष जारको अवकलित कीजिए। 
A 


+x 
an! * के सापेक्ष an! | ठ | को अवकलित कीजिए, जब + #0. 


प्रश्‍न 54 से57 तक प्रत्येक में ज्ञात कीजिए, जबकि + और) दिये हुए संबंध से संयोजित हें 
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54. 


56. 


58. 


52. 


60. 


6. 


62. 


63. 


64. 


सांतत्य और अवकलनीयता ।09 


X 
sin (xy) + =x -y 55. sec(x+y)=xy 





tani +y)=a 57. (’+yY=xy 
dx 
यदि ८५? + 2) + ७)? + 28+ + 2/५ + ८ = 0 तो दर्शाइए कि dr dy I 
तो न 
यदि 2=८ सिद्ध कीजिए कि dx xlogx 


» (l+logy) F 


यदि ) =” ” तो सिद्ध कीजिए कि 
dx log y 


y tanx 





यदि =(००७३)°*° ` तो सिद्ध कीजिए कि = 
x ylogcosx—l 


9 
यदि + $n (८ + )) + आं। 4 ००४ (८+ )) = 0 तो सिद्ध कीजिए क्र (+) 
X 


sina 





oo fF d॑ | & 
यदि ,/-+? + ५? = ० (४-3) तो सिद्ध कीजिए कि ल र 


Ix 


2 
यदि + = 0॥ ४ तो केवल » के पदों में ने ज्ञात कीजिए। 


प्रश्‍न 65 से69 तक दिये फलनों में से प्रत्येक के लिए रोले के प्रमेय का सत्यापन कीजिए- 


65. 


67. 
69. 


70. 


में Tt 
[0, I] में / (७) = x (= I)? 66. | र esa f (x) = sin‘x + cos‘x 
[-I,]] fs log (४४ + 2) -log3 68. [-3, 0] में Ff) =x +3)e™ 
[- 2,2) में /() = (4-५? 


Ff) * +], यदि 0< £<] 
3-५, यदि ]<५<2 आर दिए जाने वाले फलन पर रोले के प्रमेय की 


अनुप्रयोगता पर चर्चा कीजिए। 
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।]0 प्रश्न प्रदर्शिका 


7. [0, 20] में वक्र ) = (८०७४ - ]) पर उन बिंदुओं को ज्ञात कीजिए, जहाँ स्पर्श रेखा #-अक्ष के 
समांतर है। 

72. रोले के प्रमेय का प्रयोग करते हुए वक्र = * (४-4), » [0,4] पर वह बिंदु ज्ञात कीजिए 
जहाँ स्पर्श रेखा »-अक्ष के समांतर है। 

प्रश्‍न 73 से76 तक दिये हुए व में से प्रत्येक के लिए माध्यमान प्रमेय का सत्यापन कीजिए- 


73. [,4] में (0) = 74. [0, ] में f)= # - 202 -x+3 


4x-] 

75. [0,p] में /00 = sinx - sin2x 76. |], 5] में/ (5) = १25-2? 

77. वक्र = (४-3)? पर एक ऐसा बिंदु ज्ञात कीजिए, जिस पर स्पर्श रेखा (3, 0) और (4, ]) 
बिंदुओं को मिलाने वाली जीवा के समांतर हो। 

78. माध्य मान प्रमेय का प्रयोग करते हुए, सिद्ध कीजिए कि वक्र = 2४२ 5४+ 3 पर एक ऐसा 
बिंदु है जो A(।,0) और 8 (2, |) बिंदुओं के बीच स्थित है तथा उस पर खींची गयी स्पर्श रेखा 
जीवा AB के समांतर है। साथ ही, वह बिंदु भी ज्ञात कीजिए। 


दीर्घ उत्तरीय (..4.) 
79. # और ५ के ऐसे मान ज्ञात कीजिए कि फलन 


x +3x+ D, यदि <] 


£) ~, यदि ५>। 


बिंदु ४ = । पर अवकलनीय हो। 
80. यदि ‰”.)” = (₹ + ))””है तो सिद्ध कीजिए कि 


 dy_y ~ ध» 
dx x और 0) का 


4५ 
2 


§. यदि ४ = ऽ! और y = sin pt है तो सिद्ध कीजिए कि(।-४?) ह 





d 
—Xx र +p s ५=0 है। 
dx 


| 


l d 
82. यदि ) = ४० + „|= 7 है, तो हा ज्ञात कीजिए। 





वस्तुनिष्ठ प्रश्‍न 
प्रश्‍न संख्या 83 से 96 तक प्रत्येक में से दिये हुए चारों विकल्पों में से सही विकल्प चुनिए- 
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83. 


84. 


85. 


86. 


87. 


88. 


सांतत्य और अवकलनीयता ।।। 


2 
यदि /(0 = 2+ और & (४) = ठ + है तो निम्नलिखित में से कौन - सा फलन असंतत हो 


सकता है? 





g(x) 
(A) fOo)+ & (०0 (8) /(0-8 00. (०) Fg (9) fn) 


4X? 


फलन #७) = दूत 


(^) केवल एक बिंदु पर असंतत है (8) ठीक दो बिंदुओं पर असंतत है 

(0) ठीक तीन बिंदुओं पर असंतत है (D) इनमें से कोई नहीं 

बिंदुओं का वह समुच्चय, जहाँ /(४) = |2४-]| »॥» से दिये जाना वाला फलन / अवकलनीय 
है, निम्नलिखित है 


l 
(A)R (B)R- | (0) (0, ००) (D) इनमें से कोई नहीं 
फलन / (2) = ०० » निम्नलिखित समुच्चय पर असंतत है 
(A) | nT:nE Z} (B) | D2nT:nE Z} 
(0) {= (2n+l) £ ;nE z (D) Ps ;nE z 
2 2 
फलन / (४) = ८ 


(^) प्रत्येक स्थान पर संतत है, परंतु + = 0 पर अवकलनीय नहीं है 

(8) प्रत्येक स्थान पर संतत और अवकलनीय है 

(0) *=0 पर संतत नहीं है 

(D) इनमें से कोई नहीं 

यदि / (0) = » sin ~ ] जहाँ ४ & 0 तो «= 0 पर फलन / का मान निम्नलिखित होगा यदि 


यह फलन + = 0 संतत है 
(A) 0 (8) -। (0) I (D)इनमें से कोई नहीं 
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]2 प्रश्न प्रदर्शिका 


89. 


90. 


9T, 


92. 


93. 


94. 


mx+] ,यदि x< ठ 


यदि # (05 बिंदु ५ = ~ पर संतत है तो 


smx+n यदि x> 7 


T 
(A) m=l,n=0 (B) m= TR IO n= 


mT td 
7 7 D)m=n= 7 


मान लीजिए / (४) = ।ऽ¡n %। है, तब 

(A) / प्रत्येक स्थान पर अवकलनीय है 

(8) / प्रत्येक स्थान पर संतत है, परंतु ४ = 77, # € 7 पर अवकलनीय नहीं है 

(0) / प्रत्येक स्थान पर संतत है परंतु + = (27 + ]) 5 ,॥ € 7 पर अवकलनीय नहीं है 


(D) इनमें से कोई नहीं 





























| 2 

यदि ) = ]० EE तो -- बराबर है 

4x? —4x l -4< 7 
(७) प- (9) (रू © +7 0) ज 

d 

यदि ) = ,/ऽ¡॥४+} है, तो हर बराबर हे 

cos x cos x sin x sin x 
A) अन्न 3) कु 2), (०) 4-23 (D) 29 
८०४7५ के सापेक्ष ८०४ (2%? - ]) का अवकलज है 

अच, 2 

(A) 2 ® © (0) I -x 
यदि ५ = £? और ) = है तो है 

3 3 3 3 
हो (ह) (8 0) ज्र 
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सांतत्य और अवकलनीयता ।।3 


95. अंतराल [0, /3 ] में फलन /(0 = +? - 3# के लिए, रोले के प्रमेय में ० का मान है 


3 l 
(A) | (8) - | (© 2 (D) ड 


96. फलन/() =x + - ,*€ [।,3] के लिए, माध्य मान प्रमेय में ८ का मान है 
(A) I (8) 3 (0) 2 (D) इनमें से कोई नहीं 


प्रश्‍न सख्या 97 से 0 तक प्रत्येक में रिक्त स्थानों को भरिए- 


97. एक ऐसे फलन का उदाहरण जो सभी स्थानों पर संतत हे, परंतु ठीक दो बिंदुओं पर अवकलनीय 
रहने में असमर्थ रहता है है। 


98. % के सापेक्ष + अवकलज है। 


99. यदि / () = ८०७४ तो £” न = 


00. यदि /(४) = |cosx - sinx है तो fe र > 


0]. वक्र +++ =] के लिए, [ए पर 
प्रश्‍न संख्या ।02 से06 तक प्रत्येक में दिए हुए कथन के लिए बताइए कि यह सत्य है या असत्य- 
02. [0, 2] में फलन /(%) =।४= ।। के लिए, रोले का प्रमेय प्रयुक्त है। 

03. यदि / अपने प्रात D पर संतत हे, तो |/।| भी 2 पर संतत होगा। 

04. दो संतत फलनों का संयोजन एक संतत फलन होता है। 

05. त्रिकोणमितीय एवं त्रिकोणमितीय व्युत्क्रम फलन अपने-अपने प्राँतों में अवकलनीय होते हैं। 


06. यदि /. बिंदु ४=८ पर संतत है, तो / और & बिंदु + = ८ पर पृथक-पृथक रूप से संतत 
होते हैं। 


2/04/2048 


